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SUR LES CONDITIONS D’EXISTENCE DES FAISCEAUX SEMI-STABLES
SUR LES COURBES MULTIPLES PRIMITIVES
JEAN–MARC DRE´ZET
Re´sume´. We give sufficient conditions for the (semi-)stability of torsion free sheaves on a
primitive multiple curve. These conditions are used to prove that some moduli spaces of stable
sheaves are not empty. We study mainly the quasi locally free sheaves of generic type (this
includes the locally free sheaves). These sheaves are generic, i.e. for every moduli space of
torsion free sheaves, the sheaves of this type correspond to an open subset of the moduli space.
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1. Introduction
Une courbe multiple primitive est une varie´te´ alge´brique complexe de Cohen-Macaulay qui peut
localement eˆtre plonge´e dans une surface lisse, et dont la sous-varie´te´ re´duite associe´e est une
courbe lisse. Les courbes projectives multiples primitives ont e´te´ de´finies et e´tudie´es pour la
premie`re fois par C. Ba˘nica˘ et O. Forster dans [1]. Leur classification a e´te´ faite dans [2] pour
les courbes doubles, et dans [6] dans le cas ge´ne´ral. Les faisceaux semi-stables sur des varie´te´s
non lisses ont de´ja` e´te´ e´tudie´s par diffe´rents auteurs ([15], [3], [4], [19], [20], [21],[12][13]).
On peut espe´rer en trouver des applications concernant les fibre´s vectoriels ou leurs varie´te´s
de modules sur les courbes lisses (cf. [9], [17], [18]) en faisant de´ge´ne´rer des courbes lisses vers
une courbe multiple primitive. Le proble`me de la de´ge´ne´ration des courbes lisses en courbes
primitives doubles est e´voque´ dans [11].
Les articles [5] et [8] sont consacre´s a` l’e´tude des faisceaux cohe´rents et de leurs varie´te´s de
modules sur les courbes multiples primitives. On donne ici des crite`res de (semi-)stabilite´ et
des conditions suffisantes d’existence des faisceaux semi-stables sur ces courbes. On appliquera
ensuite ces crite`res a` des faisceaux sans torsion ge´ne´riques. Les conditions existence des fais-
ceaux (semi-)stables s’expriment en fonction d’invariants de ces faisceaux, parmi lesquels se
trouvent le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s.
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Le cas des faisceaux localement libres est traite´. Dans ce cas les seuls invariants sont le rang
et le degre´ ge´ne´ralise´s. Les varie´te´s de modules obtenues sont irre´ductibles.
On conside`re aussi des faisceaux plus complique´s, les faisceaux quasi localement libres de type
rigide non localement libres, ou` il y a deux invariants supple´mentaires (dans ce cas les varie´te´s de
modules de faisceaux de rang et degre´ ge´ne´ralise´s fixe´s peuvent avoir de multiples composantes).
Pour finir on traitera des exemples simples de faisceaux sans torsion non quasi localement libres.
1.1. Faisceaux cohe´rents sur les courbes multiples primitives
Soient C une courbe projective lisse irre´ductible, n un entier tel que n ≥ 2 et Y une courbe
multiple primitive de multiplicite´ n et de courbe re´duite associe´e C. Si IC est le faisceau
d’ide´aux de C dans Y ,
L = IC/I
2
C
est un fibre´ en droites sur C, dit associe´ a` Y . Dans cet article on supposera que deg(L) < 0.
Le cas ou` deg(L) ≥ 0 est moins inte´ressant car les seuls faisceaux stables sont alors les fibre´s
vectoriels stables sur C.
Pour 1 ≤ i ≤ n on note Ci le sous-sche´ma de Y de´fini par le faisceau d’ide´aux IiC . C’est une
courbe multiple primitive de multiplicite´ i et on a une filtration
C = C1 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y .
On notera Oi = OCi .
Le faisceau IC est localement libre de rang 1 sur Cn−1. Il existe un fibre´ en droites L sur Cn
tel que L|Cn−1 = IC . Pour tout faisceau cohe´rent E sur Cn on a donc un morphisme canonique
E ⊗ L −→ E
dont le noyau et le conoyau sont inde´pendants du choix de L.
Si F est un faisceau cohe´rent sur Y on note Fi le noyau de la restriction F → F|Ci, F
(i) celui
du morphisme canonique F → F ⊗ L−i. On a des suites exactes canoniques
0 −→ Fi −→ F −→ F|Ci −→ 0,
0 −→ F (i) −→ F −→ Fi ⊗ L
−i −→ 0.
Les quotients Gi(F) = Fi/Fi+1 , 0 ≤ i < n, sont des faisceaux sur C. Ils permettent de
de´finir les rang ge´ne´ralise´ et le degre´ ge´ne´ralise´ de F :
R(F) =
n−1∑
i=0
rg(Gi(F)), Deg(F) =
n−1∑
i=0
deg(Gi(F)) .
Ce sont des invariants par de´formation (cf. 2.3, [5], [8]). Si R(F) > 0, le nombre rationnel
µ(F) =
Deg(F)
R(F)
s’appelle la pente de F .
Pour 1 ≤ i < n, on note F [i] le noyau du morphisme canonique surjectif
F // // F|Ci // // (F|Ci)
∨∨.
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1.1.1. Faisceaux quasi localement libres - On dit qu’un faisceau cohe´rent E sur Y est quasi lo-
calement libre s’il existe des entiersm1, . . . , mn non ne´gatifs tels que E soit localement isomorphe
a`
n⊕
i=1
miOi.
Les entiers mi sont alors uniquement de´termine´s.
1.1.2. Faisceaux quasi localement libres de type rigide - (cf. [8]) Si E est quasi localement
libre on dit qu’il est de type rigide s’il est localement libre, ou s’il existe un unique entier k,
1 ≤ k ≤ n− 1, tel que mk 6= 0, et si on a mk = 1. Donc un faisceau quasi localement libre de
type rigide non localement libre est localement isomorphe a` un faisceau du type aOn ⊕Ok,
avec 1 ≤ k ≤ n− 1. L’inte´re`t de ces faisceaux est que la proprie´te´ pour un faisceau d’eˆtre quasi
localement libre de type rigide est une proprie´te´ ouverte. En particuliers les faisceaux stables
localement libre de type rigide de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ d constituent un
ouvert de la varie´te´ de modules des faisceaux stables de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´
d sur Cn.
Soit E un faisceau quasi localement libre de type rigide localement isomorphe a` aOn ⊕Ok,
avec a ≥ 1, 1 ≤ k < n. Alors les faisceaux Ek et E (k) sont localement libres sur Cn−k, Ck
respectivement. On pose
EE = E|C, FE = Ek|C, VE = (E
(k))|C .
Ce sont des fibre´s vectoriels sur C de rang a + 1, a, a+ 1 respectivement. On montre en 3.1
qu’on a une suite exacte canonique
(∗)E 0 −→ FE ⊗ L
n−k −→ VE ⊗ L
n−k −→ EE −→ FE −→ 0 .
Les rangs et degre´s ge´ne´ralise´s des fibre´s EE et FE (et donc aussi VE) sont invariants par
de´formation.
1.1.3. Construction des faisceaux quasi localement libres de type rigide - Elle est faite par
re´currence sur n dans 3.1.2, 3.2, 3.3 et 3.4. On construit le faisceau E sur Cn connaissant E1,
dont le support est Cn−1, et E|C . A priori il semble plus naturel ce construire E connaissant
E|Cn−1. On montre dans 3.5 que cela est impossible car les faisceaux sur Cn−1 qui sont des
restrictions de faisceaux quasi localement libres de type rigide sur Cn sont spe´ciaux.
Cette me´thode de construction devrait rendre possible la description pre´cise d’ouverts des
varie´te´s de modules de faisceaux stables qui contiennent de tels faisceaux.
1.2. Varie´te´s de modules de faisceaux stables
La (semi-)stabilite´ au sens de Simpson (cf. [16]) des faisceaux sans torsion sur Cn ne de´pend
pas du choix d’un fibre´ en droites tre`s ample sur Cn. Elle est analogue a` celle des fibre´s (semi-
)stables sur les courbes projectives lisses (cf. [5], [8]) : un faisceau sans torsion E sur Cn est
semi-stable (resp. stable) si pour tout sous-faisceau propre F de E on a µ(F) ≤ µ(E) (resp.
<).
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L’hypothe`se deg(L) < 0 est justifie´e par le fait que dans le cas contraire les seuls faisceaux sans
torsion stables sur Cn sont les fibre´s vectoriels stables sur C.
Soient R, d des entiers, avec R ≥ 1. On note M(R, d) la varie´te´ de modules des faisceaux
stables de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ d sur Cn.
Soient a, k, ǫ, δ des entiers, avec a ≥ 1 et 1 ≤ k < n. Soient
R = an+ k, d = kǫ+ (n− k)δ + (n(n− 1)a+ k(k − 1))
deg(L)
2
.
Les faisceaux quasi localement libres E de type ge´ne´rique stables localement isomorphes a`
aOn ⊕Ok et tels que EE (resp. FE) soit de rang a+ 1 (resp. a) et de degre´ ǫ (resp. δ)
constituent un ouvert irre´ductible de M(R, d), dont la sous-varie´te´ re´duite sous-jacente est
note´e N (a, k, δ, ǫ) (cf. [8]). A priori M(R, d) a donc plusieurs composantes irre´ductibles.
1.3. Principaux re´sultats
On de´montre en 5.1.2 le
The´ore`me : Soient E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn et k un entier tel que 1 ≤ k < n
et que Ek 6= 0. On suppose que
µ(E (k)) ≤ µ(E), µ((E∨)(k)) ≤ µ(E∨).
Alors, si E [k], (E|Ck)
∨∨, (E∨)[k] et ((E∨)|Ck)
∨∨ sont semi-stables il en est de meˆme de E .
Si de plus les ine´galite´s de (10) sont strictes, et si les faisceaux E [k], (E|Ck)
∨∨, (E∨)[k] et
((E∨)|Ck)
∨∨ sont stables, alors E est stable.
Meˆme si on se limitait aux faisceaux quasi localement libres il serait ne´cessaire de faire intervenir
des sous-faisceaux non quasi localement libres : on donne en 2.6 des exemples de fibre´s vectoriels
sur C2 dont la filtration de Harder-Narasimhan comporte des faisceaux non quasi localement
libres.
On applique d’abord le the´ore`me pre´ce´dent aux fibre´s vectoriels :
The´ore`me : Soit E un fibre´ vectoriel sur Cn. Alors, si E|C est semi-stable (resp. stable), il
en est de meˆme de E.
On en de´duit que les varie´te´s de modules de fibre´s vectoriels stables sur Cn sont non vides,
pourvu qu’il n’y ait pas d’incompatibilite´ au niveau du rang et du degre´ ge´ne´ralise´s. Soient r, δ
des entiers avec r ≥ 1. Alors le rang ge´ne´ralise´ R et le degre´ ge´ne´ralise´ d d’un fibre´ vectoriel E
sur Cn tel que E|C soit de rang r et de degre´ δ sont
R = nr, d = nδ +
n(n− 1)
2
r deg(L).
L’ouvert U(R, d) de M(R, d) correspondant aux fibre´s vectoriels stables est non vide, lisse et
irre´ductible.
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On s’inte´resse ensuite aux faisceaux quasi localement libres de type rigide non localement libres :
The´ore`me : Soient a, k des entiers tels que a > 0 et 1 ≤ k < n. Soit E un faisceau quasi
localement libre de type rigide, localement isomorphe a` aOn ⊕Ok et tel que
µ(VE) +
n
2
deg(L) ≤ µ(FE) ≤ µ(EE)−
n
2
deg(L).
Alors si EE , FE et VE sont semi-stables, il en est de meˆme de E .
Si les ine´galite´s pre´ce´dentes sont strictes, et si EE , FE et VE sont stables, il en est de me`me de
E .
Le proble`me de l’existence des faisceaux quasi localement libres de type rigide (semi-)stables
est plus complique´ que celui de l’existence des fibre´s vectoriels (semi-)stables, car si E en est
un, la (semi-)stabilite´ de EE , FE et VE impose des conditions supple´mentaires sur les invariants
de ces faisceaux, a` cause de la suite exacte (∗)E .
Avec les notations de 1.2, on montrera en 5.3.3 le
The´ore`me : Si on a
ǫ
a + 1
<
δ
a
<
ǫ− (n− k) deg(L)
a + 1
N (a, k, δ, ǫ) est non vide.
Ce re´sultat ge´ne´ralise la proposition 9.2.1 de [5], ou` le cas des faisceaux de rang ge´ne´ralise´ 3 sur
C2 localement isomorphes a` O2 ⊕OC e´tait traite´. La de´monstration du the´ore`me pre´ce´dent
utilise la re´solution de la conjecture de Lange (cf. [14]).
D’apre`s [8], prop. 6.4.1, la varie´te´ N (a, k, δ, ǫ) est irre´ductible et lisse, et on a
dim(N (a, k, δ, ǫ)) = 1−
(n(n− 1)
2
a2+k(n−1)a+
k(k − 1)
2
)
deg(L)+(g−1)(na2+k(2a+1))
(g de´signant le genre de C).
On termine par donner des applications du premier des the´ore`mes pre´ce´dents a` des faisceaux
non quasi localement libres.
Soient E un fibre´ vectoriel sur Cn, E = E|C et Z un ensemble fini de points de C. On pose
z = h0(OZ). Soient φ : E→ OZ un morphisme surjectif, et Eφ = ker(φ). On de´montrera en
5.4.2 le
The´ore`me : Si on a z ≤ −rg(E) deg(L) (resp. <) et si E et Eφ sont semi-stables (resp.
stables), alors Eφ est semi-stable (resp. stable).
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1.4. Plan des chapitres suivants
Le chapitre 2 contient des rappels sur les courbes multiples primitives et les proprie´te´s
e´le´mentaires des faisceaux cohe´rents sur ces courbes. On de´crit dans 2.5 la me´thode de con-
struction d’un faisceau cohe´rent E sur Cn connaissant le faisceau E1 sur Cn−1 et E|C. Elle sera
employe´e aussi bien pour les faisceaux localement libres que pour les faisceaux quasi locale-
ment libres de type rigide. On donne dans 2.6 des exemples de fibre´s vectoriels instables sur
une courbe double primitive dont la filtration de Harder-Narasimhan n’est pas constitue´e de
faisceaux quasi localement libres. Cela rend ne´cessaire, dans l’e´tude de la (semi-)stabilite´ d’un
faisceau, la conside´ration de sous-faisceaux sans torsion ge´ne´raux dont les filtrations canoniques
peuvent comporter des faisceaux ayant de la torsion.
Le chapitre 3 est une e´tude des faisceaux quasi localement libres de type rigide et de leur
construction.
Le chapitre 4 traite de la dualite´ des faisceaux cohe´rents sur Cn et des faisceaux de torsion.
Dans le chapitre 5 sont de´montre´s les re´sultats e´nonce´s dans 1.3.
2. Pre´liminaires
2.1. De´finition des courbes multiples primitives et notations
Une courbe primitive est une varie´te´ lisse Y de Cohen-Macaulay telle que la sous-varie´te´ re´duite
associe´e C = Yred soit une courbe lisse irre´ductible, et que tout point ferme´ de Y posse`de un
voisinage pouvant eˆtre plonge´ dans une surface lisse.
Soient P est un point ferme´ de Y , et U un voisinage de P pouvant eˆtre plonge´ dans une surface
lisse S. Soit z un e´le´ment de l’ide´al maximal de l’anneau local OS,P de S en P engendrant
l’ide´al de C dans cet anneau. Il existe alors un unique entier n, inde´pendant de P , tel que l’ide´al
de Y dans OS,P soit engendre´ par (zn). Cet entier n s’appelle la multiplicite´ de Y . Si n = 2
on dit que Y est une courbe double. D’apre`s [6], the´ore`me 5.2.1, l’anneau OY P est isomorphe a`
OCP ⊗ (C[t]/(tn)).
Soit IC le faisceau d’ide´aux de C dans Y . Alors le faisceau conormal de C, L = IC/I2C est un
fibre´ en droites sur C, dit associe´ a` Y . Il existe une filtration canonique
C = C1 ⊂ · · · ⊂ Cn = Y ,
ou` au voisinage de chaque point P l’ide´al de Ci dans OS,P est (zi). On notera Oi = OCi pour
1 ≤ i ≤ n.
Le faisceau IC est un fibre´ en droites sur Cn−1. Il existe d’apre`s [5], the´ore`me 3.1.1, un fibre´ en
droites L sur Cn dont la restriction a` Cn−1 est IC . On a alors, pour tout faisceau de On-modules
E un morphisme canonique
E ⊗ L −→ E
qui en chaque point ferme´ P de C est la multiplication par z.
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2.2. Filtrations canoniques
Dans toute la suite de ce chapitre on conside`re une courbe multiple primitive Cn de courbe
re´duite associe´e C. On utilise les notations de 2.1.
Soient P un point ferme´ de C, M un OnP -module de type fini. Soit E un faisceau cohe´rent sur
Cn.
2.2.1. Premie`re filtration canonique - On de´finit la premie`re filtration canonique de M : c’est
la filtration
Mn = {0} ⊂Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 = M
telle que pour 0 ≤ i < n, Mi+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif
Mi →Mi ⊗On,P OC,P . On a donc
Mi/Mi+1 = Mi ⊗On,P OC,P , M/Mi ≃ M ⊗On,P Oi,P , Mi = z
iM.
On pose, si i > 0, Gi(M) = Mi/Mi+1 . Le gradue´ Gr(M) = ⊕
n−1
i=0 Gi(M) = ⊕
n−1
i=0 z
iM/zi+1M
est un OC,P -module.
On de´finit de meˆme la premie`re filtration canonique de E : c’est la filtration
En = 0 ⊂ En−1 ⊂ · · · ⊂ E1 ⊂ E0 = E
telle que pour 0 ≤ i < n, Ei+1 soit le noyau du morphisme canonique surjectif Ei → Ei|C. On a
donc Ei/Ei+1 = Ei|C , E/Ei = E|Ci . On pose, si i ≥ 0,
Gi(E) = Ei/Ei+1.
Le gradue´ Gr(E) est un OC-module.
2.2.2. Seconde filtration canonique - On de´finit la seconde filtration canonique de M : c’est la
filtration
M (0) = {0} ⊂M (1) ⊂ · · · ⊂M (n−1) ⊂ M (n) =M
avec M (i) =
{
u ∈ M ; ziu = 0
}
. Si Mn = {0} ⊂Mn−1 ⊂ · · · ⊂M1 ⊂M0 =M est la
(premie`re) filtration canonique de M on a Mi ⊂M (n−i) pour 0 ≤ i ≤ n. On pose, si i > 0,
G(i)(M) = M (i)/M (i−1) . Le gradue´ Gr2(M) = ⊕ni=1G
(i)(M) est un OC,P -module.
On de´finit de meˆme la seconde filtration canonique de E :
E (0) = {0} ⊂ E (1) ⊂ · · · ⊂ E (n−1) ⊂ E (n) = E .
On pose, si i > 0,
G(i)(E) = E (i)/E (i−1).
Le gradue´ Gr2(E) est un OC-module.
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2.3. Invariants
2.3.1. Rang ge´ne´ralise´ - L’entier R(M) = rg(Gr(M)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de M .
L’entier R(E) = rg(Gr(E)) s’appelle le rang ge´ne´ralise´ de E . On a donc R(E) = R(EP ) pour
tout P ∈ C.
2.3.2. Degre´ ge´ne´ralise´ - L’entier Deg(E) = deg(Gr(E)) s’appelle le degre´ ge´ne´ralise´ de E .
Si R(E) > 0 on pose µ(E) = Deg(E)/R(E) et on appelle ce nombre la pente de E .
Le rang et le degre´ ge´ne´ralise´s sont additifs, c’est-a`-dire que si 0→ E ′ → E → E ′′ → 0 est une
suite exacte de faisceaux cohe´rents sur Cn alors on a
R(E) = R(E ′) +R(E ′′), Deg(E) = Deg(E ′) + Deg(E ′′),
et sont invariants par de´formation.
2.4. Faisceaux quasi localement libres
Soit P un point ferme´ de C. Soit M un On,P -module de type fini. On dit que M est quasi
libre s’il existe des entiers m1, . . . , mn non ne´gatifs et un isomorphisme M ≃
⊕n
i=1miOi,P . Les
entiers m1, . . . , mn sont uniquement de´termine´s. On dit que M est de type (m1, . . . , mn). On a
R(M) =
n∑
i=1
i.mi .
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On dit que E est quasi localement libre en un point P de C
s’il existe un ouvert U de Cn contenant P et des entiers non ne´gatifs m1, . . . , mn tels que pour
tout point Q de U , En,Q soit quasi localement libre de type m1, . . . , mn. Les entiers m1, . . . , mn
sont uniquement de´termine´s et ne de´pendent que de E , et on dit que (m1, . . . , mn) est le type
de E . Sur un voisinage de P , E est alors isomorphe a` ⊕ni=1miOi.
On dit que E est quasi localement libre s’il l’est en tout point de Cn.
On montre que E est quasi localement libre en P si et seulement si pour 0 ≤ i < n, Gi(E) est
libre en P .
Il en de´coule que E est quasi localement libre si et seulement si pour 0 ≤ i < n, Gi(E) est
localement libre sur C.
2.5. Construction des faisceaux cohe´rents
2.5.1. On de´crit ici le moyen de construire un faisceau cohe´rent E sur Cn, connaissant E|C et
E1, qui sont des faisceaux sur C et Cn−1 respectivement.
Soient F un faisceau cohe´rent sur Cn−1 et E un fibre´ vectoriel sur C. On s’inte´resse aux
faisceaux cohe´rents E sur Cn tels que E|C = E et E1 = F . Soit 0→ F → E → E → 0 une
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suite exacte, associe´e a` σ ∈ Ext1On(E,F). On voit aise´ment que le morphisme canonique
πE : E ⊗ IC → E induit un morphisme
ΦF ,E(σ) : E ⊗ L −→ F|C.
On a E|C = E et E1 = F si et seulement si ΦF ,E(σ) est surjectif ([8], lemme 3.5.2).
On a une suite exacte canonique
(1) 0 // Ext1OC (E,F
(1)) // Ext1On(E,F)
ΦF,E
// Hom(E ⊗ L,F|C) // 0.
([8], prop. 3.5.3).
2.5.2. On suppose que n ≥ 3. On s’inte´resse maintenant aux extensions 0→ F → E → E → 0
associe´es aux σ ∈ Ext1On(E,F) tels que ΦF ,E(σ) = 0 (donc σ ∈ Ext
1
OC
(E,F (1)) ). Dans ce cas
E est localement isomorphe a` F ⊕ E (cf. [8], 2.4). Plus pre´cise´ment dans la suite exacte (1) le
terme Ext1OC (E,F
(1)) est en fait H1(Hom(E,F)). On peut donc repre´senter σ par un cocycle
(fij) relativement a` un recouvrement ouvert (Ui) de Cn, fij e´tant un morphisme E|Uij → F|Uij .
Le faisceau E est obtenu en recollant les (F ⊕E)|Ui au moyen des morphismes
(
IF fij
0 IE
)
([8],
prop. 2.4.3).
On suppose maintenant que F est localement libre sur Cn−1. Soit F = F|C ⊗ L
−1, on a donc
F (1) = F ⊗ Ln−1. En utilisant la construction pre´ce´nte de E au moyen d’un cocycle on voit
aise´ment que E|C ≃ (F ⊗ L)⊕ E, et qu’on a une suite exacte
0 −→ F ⊗ Ln−1 −→ E (1) −→ E −→ 0,
qui est associe´e a` σ.
2.5.3. Construction des fibre´s vectoriels - On suppose que F est un fibre´ vectoriel sur Cn−1.
On veut construire et parame´trer les fibre´s vectoriels E sur Cn tels que E1 = F . Il convient
donc de prendre E = F|C ⊗ L
−1 et de conside´rer les extensions 0→ F → E→ E → 0 telles
que l’e´le´ment associe´ σ de Ext1On(E,F) soit tel que ΦF ,E(σ) : E ⊗ L→ E ⊗ L soit l’identite´
de E ⊗ L. Si E est simple on montre aise´ment, en utilisant le fait que deg(L) < 0, que deux
e´le´ments σ, σ′ de Φ−1F ,E(IE⊗L) de´finissent des fibre´s vectoriels E isomorphes si et seulement si
σ = σ′. Dans ce cas les fibre´s vectoriels recherche´s sont donc parame´tre´s par l’espace affine
Φ−1F ,E(IE) ≃ Ext
1
OC
(E,E ⊗ Ln−1).
2.6. Filtration de Harder-Narasimhan
Rappelons qu’on suppose que deg(L) < 0. On montre ici que la filtration de Harder-Narasimhan
d’un fibre´ vectoriel sur C2 n’est pas ne´cessairement constitue´e de faisceaux quasi localement
libres. Cela entraine que dans l’e´tude de la (semi-)stabilite´ des faisceaux localement libres (ou
a fortiori quasi localement libres) il faut aussi conside´rer des sous-faisceaux sans torsion non
ne´cessairement quasi localement libres.
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Soient P un point ferme´ de C2 et IP son faisceau d’ide´aux. Soient z ∈ O2,P un ge´ne´rateur
de l’ide´al de C et x ∈ O2,P au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al de P dans OC,P . On a donc
IP,P = (x, z). On a une suite exacte de O2,P -modules
(2) 0 // (x, z)
α
// 2O2,P
β
// (x, z) // 0 ,
ou` pour tous a, b ∈ O2,P
α(ax+ bz) = (−az, ax + bz), β(a, b) = ax+ bz .
On va globaliser cette suite exacte afin d’obtenir des suites exactes
(3) 0 −→ IP ⊗ D −→ E −→ IP −→ 0 ,
ou` D est fibre´ en droites sur C2 et E un fibre´ vectoriel de rang 2 sur C2. Le faisceau
Ext1O2(IP , IP ⊗ D) est concentre´ au point P . On en de´duit qu’il existe une section s de
Ext1O2(IP , IP ⊗ D) dont la valeur en P correspond a` l’extension (2).
On a un morphisme surjectif canonique
Ψ : Ext1O2(IP , IP ⊗ D) −→ H
0(Ext1O2(IP , IP ⊗ D)) .
Donc Ψ−1(s) est non vide. Si 0→ IP ⊗ D→ E → IP → 0 est une extension associe´e un
e´le´ment de Ψ−1(s), le faisceau E est localement libre. L’existence des extensions (3) est donc
prouve´e.
2.6.1. Proposition : Soit 0→ IP ⊗ D→ E→ IP → 0 une extension, ou` D est un fibre´
en droites sur C2 et E un fibre´ vectoriel de rang 2 sur C2. Alors si deg(E|C) > 0 , le faisceau
IP ⊗ D est le sous-faisceau semi-stable maximal de E.
De´monstration. Soit H ⊂ E le sous-faisceau semi-stable maximal de E. On a R(H) = 1, 2 ou
3.
On note Lx le faisceau d’ide´aux e´gal a` O2 sur C2\P et a` (x) au point P . C’est un fibre´ en
droites sur C2 et on a I∨P ≃ IP ⊗ L
−1
x . On a donc une suite exacte
0 −→ IP ⊗ D −→ E
∨ ⊗ Lx ⊗ D −→ IP −→ 0
En conside´rant cette suite exacte on se rame`ne au cas ou` R(H) = 1 ou 2.
Soit F ⊂ IP un sous-faisceau propre. On a alors R(F) = 1, donc F est concentre´ sur C, et est
donc contenu dans (IP )(1) = L. Donc
µ(F) ≤ deg(L) ≤ µ(IP ) =
deg(L)− 1
2
,
(car deg(L) < 0).
Supposons d’abord que R(H) = 1. Si H ⊂ IP ⊗ D on a µ(H) ≤ µ(IP ⊗ D) , ce qui contredit
la maximalite´ de H. Si H 6⊂ IP ⊗ D, on peut voir H comme un sous-faisceau de IP , donc
µ(H) ≤ µ(IP ) , donc µ(H) > µ(IP ⊗ D), ce qui est absurde.
On a donc R(H) = 2. Soit r le rang ge´ne´ralise´ de l’image U de H dans IP . Si r = 0 on a
H = IP ⊗ D, ce qu’il fallait de´montrer. Si r = 2 on peut voir H comme un sous-faisceau de IP
et on a alors encore µ(H) ≤ µ(IP ) , ce qui est impossible.
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Il reste a` traiter le cas ou` r = 1 en montrant qu’il est impossible. Soit d le degre´ de U (qui est
concentre´ sur C). On a, puisque H ∩ (IP ⊗ D) est aussi de rang ge´ne´ralise´ 1
deg(U) ≤ deg(L) et deg(H ∩ (IP ⊗ D)) ≤ deg(L) + deg(D|C).
Donc
µ(H) ≤ deg(L) +
deg(D|C)
2
<
deg(L)− 1
2
+ deg(D|C) = µ(IP ⊗ D),
ce qui contredit la de´finition de H. 
2.6.2. Remarque : Si on suppose que deg(D|C) = 0 on obtient des fibre´s vectoriels E semi-
stables de rang 2 sur C2 dont la filtration de Jordan-Ho¨lder n’est pas constitue´e de faisceaux
quasi localement libres.
3. Faisceaux quasi localement libres de type rigide
Dans toute la suite de ce chapitre on conside`re une courbe multiple primitive Cn de courbe
re´duite associe´e C. On utilise les notations de 2.1, et on suppose que deg(L) < 0.
3.1. De´finitions
Soit E un faisceau cohe´rent quasi localement libre sur Cn. Soient a = [
R(E)
n
] et k = R(E)− an.
On a donc R(E) = an + k. On dit que E est de type rigide s’il est localement libre si k = 0,
et localement isomorphe a` aOn ⊕Ok si k > 0. Si k > 0 cela revient dire que E est de type
(m1, . . . , mn), avec mi = 0 si i 6= k, n et mk = 0 ou 1.
Le fait d’eˆtre quasi localement libre de type rigide est une proprie´te´ ouverte : autrement dit si Y
une varie´te´ alge´brique inte`gre et F une famille plate de faisceaux cohe´rents sur Cn parame´tre´e
par Y , alors l’ensemble des points y ∈ Y tels que Ey soit quasi localement libre de type rigide
est un ouvert de Y ([8], prop. 6.3.1).
Supposons que E soit quasi localement libre de type rigide et que k > 0. Alors E = E|Ck est
un fibre´ vectoriel de rang a+ 1 sur Ck, et F = Ek est un fibre´ vectoriel de rang a sur Cn−k.
Donc E est une extension
0 −→ F −→ E −→ E −→ 0
d’un fibre´ vectoriel de rang a + 1 sur Ck par un fibre´ vectoriel de rang a sur Cn−k. De meˆme
V = E (k) est un fibre´ vectoriel sur Ck et on a une suite exacte
0 −→ V −→ E −→ F⊗ L−k −→ 0 .
Posons E = E|C = E|C , F = Gk(E)⊗ L−k = F|C ⊗ L−k . Alors on a rg(E) = a + 1 , rg(F ) = a,
et (
G0(E), G1(E), . . . , Gn−1(E)
)
= (E,E ⊗ L, . . . , E ⊗ Lk−1, F ⊗ Lk, . . . , F ⊗ Ln−1) .
Donc
Deg(E) = k deg(E) + (n− k) deg(F ) +
(
n(n− 1)a+ k(k − 1)
)
deg(L)/2 .
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On a
G(n)(E) = E/E (n−1) = En−1 ⊗ L
1−n = Gn−1(E)⊗ L
1−n = F .
Posons V = G(k)(E)⊗ Lk−n = V|C ⊗ L
k−n . On a rg(V ) = a+ 1,
deg(V ) = deg(E)− (n− k) deg(L) , et(
G(n)(E), G(n−1)(E), . . . , G(1)(E)
)
= (F, F ⊗ L, . . . , F ⊗ Ln−k−1, V ⊗ Ln−k, . . . , V ⊗ Ln−1
)
.
Les morphismes canoniques
Gi(E)⊗ L
  // Gi+1(E) , G(i+1) ⊗ L // // G(i)(E)
de´finissent un morphisme surjectif φ : E → F et un morphisme injectif ψ : F → V . D’apre`s
[8], cor. 3.1.8, on a un isomorphisme canonique
ker(φ) ≃ coker(ψ)⊗ Ln−k.
Posons D = ker(φ) . C’est un fibre´ en droites sur C. On a des suites exactes
0 // D // E
φ
// F // 0,
0 // F
ψ
// V // D ⊗ Lk−n // 0.
3.1.1. Notations : On pose EE = E, FE = F , VE = V ,
φE = φ : EE −→ FE , ψE = φ : FE −→ VE ,
et DE = D. On a une suite exacte canonique
(∗)E 0 −→ FE ⊗ L
n−k −→ VE ⊗ L
n−k −→ EE −→ FE −→ 0 .
3.1.2. Construction et parame´trisation - On cherche ici a` de´crire comment on peut obtenir
les faisceaux quasi localement libres de type rigide E pre´ce´dents. On part d’abord d’un fibre´
vectoriel F sur Cn−k de rang a ≥ 1 (cf. 2.5.3 pour la construction et la parame´trisation des
fibre´s vectoriels) qui sera Ek. On construira ensuite successivement Ek−1, · · · , E1, E . Il y a deux
cas diffe´rents : le passage de F a` Ek−1, et celui de Ei a` Ei−1 si 1 ≤ i < k. On va donc e´tudier
dans les sections suivantes les deux e´tapes suivantes :
La premie`re e´tape consiste a` e´tudier les extensions
0 −→ F −→ E −→ H −→ 0
sur Cn−k+1, ou` H est un fibre´ vectoriel de rang a+ 1 sur C, telles que le morphisme induit
ΦF,H : H → F|C soit surjectif (cf. 2.5). Le faisceau E est alors quasi localement libre de type
rigide, et localement isomorphe a` aOn−k+1 ⊕OC . On a E|C = H et E1 = F.
Dans la seconde e´tape on part d’un faisceau quasi localement libre de type rigide G sur Cn−k+i,
1 ≤ i < k, localement isomorphe a` aOn−k+i ⊕Oi. Soit H = GC ⊗ L−1. On s’inte´resse alors aux
extensions
0 −→ G −→ E −→ H −→ 0
sur Cn−k+i+1 telles que le morphisme induit ΦG,H : H ⊗ L→ H ⊗ L soit l’identite´ de H ⊗ L.
Le faisceau E est alors quasi localement libre de type rigide, et localement isomorphe a`
aOn−k+i+1 ⊕Oi+1. On a E|C = H et E1 = G.
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3.2. Construction et parame´trisation - Premie`re e´tape
On de´crit ici la premie`re e´tape e´voque´e dans 3.1.2, dont on conserve les notations.
On pose F = F|C ⊗ L−1. Soient σ ∈ Ext
1
On−k
(H,F) et
0 −→ F −→ Eσ −→ H −→ 0
l’extension correspondante. On suppose que φ = ΦF,H(σ)⊗ IL−1 : H → F est surjectif. Soit
D = ker(φ). On a EEσ = H , FEσ = F , et une suite exacte
(4) 0 −→ F ⊗ Ln−k −→ VEσ ⊗ L
n−k −→ D −→ 0.
On a d’apre`s 2.5.1 une suite exacte
0 // Ext
1
OC
(H,F ⊗ Ln−k) // Ext1On−k+1(H,F)
ΦF,H
// Hom(H,F ) // 0.
3.2.1. Lemme : L’image de σ dans Ext1On−k+1(D,F) est contenue dans Ext
1
OC
(D,F ⊗ Ln−k),
et c’est l’e´le´ment associe´ a` la suite exacte (4).
De´monstration. Soit σ′ l’image de σ dans Ext1On−k+1(D,F). Notons que la fonctorialite´ de
φF,H par rapport a` F et H entraine que ΦF,D(σ
′) = 0. On a donc bien d’apre`s 2.5.2
σ′ ∈ Ext1OC(D,F ⊗ L
n−k). D’apre`s [7], prop. 4.3.1 on a un diagramme commutatif avec lignes
exactes
0 // F // H // _

D // _

0
0 // F // Eσ // H // 0
l’extension du haut e´tant associe´e a` σ′. On a H(1) ⊂ E (1)σ , et d’apre`s 2.5.2 on a une suite exacte
0 −→ F ⊗ Ln−k −→ H(1) ⊗ Ln−k −→ D −→ 0.
Il en de´coule que H(1) = E (1)σ = VEσ . D’apre`s 2.5.2 σ
′ correspond bien a` l’extension (4). 
3.2.2. Proposition : Pour toute extension
0 −→ F ⊗ Ln−k −→W ⊗ Ln−k −→ D −→ 0
sur C il existe σ0 ∈ Φ
−1
H,F(φ⊗ IL) tel que l’extension pre´ce´dente soit isomorphe a` l’extension
0 −→ F ⊗ Ln−k −→ VEσ0 ⊗ L
n−k −→ D −→ 0
De´monstration. Cela de´coule du lemme 3.2.1, du carre´ commutatif
Ext1OC (H,F ⊗ L
n−k) 

//

Ext1On−k+1(H,F)

Ext1OC (D,F ⊗ L
n−k) 

// Ext1On−k+1(D,F)
et de la surjectivite´ du morphisme de gauche. 
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Soient φ : H → F|C un morphisme surjectif et η ∈ Ext
1
On−k+1
(D,F). Alors on a
ΦF,H(σ) = φ⊗ IL et la suite exacte
0 −→ F ⊗ Ln−k −→ VEσ0 ⊗ L
n−k −→ D −→ 0
est associe´e a` η si et seulement si η appartient au sous-espace affine Φ−1
F,H(φ⊗ IL) ∩ ψ
−1(η) de
Ext1On−k+1(H,F) (ψ de´signant l’application canonique Ext
1
On−k+1
(H,F)→ Ext1On−k+1(D,F) ).
3.3. Construction et parame´trisation - Seconde e´tape
On de´crit ici la seconde e´tape e´voque´e dans 3.1.2, dont on conserve les notations.
On suppose que H = G|C ⊗ L
−1. Soient σ ∈ Ext1On−k+i+1(H,G) tel que ΦG,H(σ) soit l’identite´
de H ⊗ L et 0→ G → Eσ → H → 0 l’extension correspondante.
3.3.1. Proposition : On a EEσ = EG ⊗ L
−1, FEσ = FG ⊗ L
−1, VEσ = VG ⊗ L
−1 et
(∗)Eσ = (∗)G ⊗ L
−1.
De´monstration. Il suffit de le faire avec aOn−k+i+1 ⊕Oi+1 a` la place de Eσ en utilisant les
isomorphismes locaux Eσ ≃ aOn−k+i+1 ⊕Oi+1 et la fonctorialite´ de (∗)Eσ , ce qui est imme´diat.

On a d’apre`s 2.5.1 une suite exacte
0 // Ext1OC (H,G
(1)) // Ext1On−k+i+1(H,G)
ΦG,H
// Hom(H ⊗ L,G|C) // 0 .
Les faisceaux Eσ conside´re´s ici sont donc indexe´s par le sous-espace affine Φ
−1
G,H(IH⊗L) de
Ext1On−k+i+1(H,G).
3.4. Construction et parame´trisation - Conclusion
3.4.1. Proposition : Soient k, a des entiers tels que 1 ≤ k < n, a > 0. Soient E, F , V des
fibre´s vectoriels sur C de rangs a+ 1, a, a+ 1 respectivement, et
(5) 0 −→ F ⊗ Ln−k −→ V ⊗ Ln−k −→ E −→ F −→ 0
une suite exacte. Alors il existe un faisceau quasi localement libre de type rigide E , localement
isomorphe a` aOn ⊕Ok et tel que (∗)E soit isomorphe a` (5).
Cela signifie qu’il existe un diagramme commutatif reliant les suite exactes (∗)E et (5) :
F ⊗ Ln−k //
≃

V ⊗ Ln−k //
≃

E //
≃

F
≃

FE ⊗ Ln−k // VE ⊗ Ln−k // EE // FE
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3.5. Restrictions des faisceaux quasi localement libres de type rigide
Les me´thodes pre´ce´dentes de construction de faisceaux quasi localement libres de type rigide
se font sur le principe suivant : on part d’un tel faisceau F sur Cn−1 et on en construit un E
sur Cn tel que E1 = F .
A priori il semblerait plus naturel de chercher un faisceau E tel que E|Cn−1 = F . Mais c’est
impossible car un faisceau quasi localement libre de type rigide sur Cn−1, non localement libre,
n’est pas ne´cessairement la restriction d’un faisceau du me`me type sur Cn :
3.5.1. Proposition : Soit E un faisceau quasi localement libre de type rigide non localement
libre sur Cn localement isomorphe a` On ⊕Ok, avec a ≥ 1 et 1 ≤ k < n− 1. Alors (E|Cn−1)
(1)
est scinde´.
De´monstration. Soient P un point ferme´ de Cn et z ∈ On,P un ge´ne´rateur de l’ide´al de C. On
fixe un isomorphisme EP ≃ aOn,P ⊕Ok,P . On a alors (E|Cn−1)P = aOn−1,P ⊕Ok,P , et
(E (1))P = a(z
n−1)⊕ (zk−1),
(
(E|Cn−1)
(1)
)
P
= a(zn−2)/(zn−1)⊕ (zk−1).
L’image du morphisme canonique λ : E (1) → (E|Cn−1)
(1) au point P est (zk−1). L’autre facteur
a(zn−2)/(zn−1) est
(
(E|Cn−1)n−2
)
P
. On a donc
(E|Cn−1)
(1) = im(λ)⊕ (E|Cn−1)n−2.

4. Dualite´ et torsion
On conside`re dans ce chapitre une courbe multiple primitive Cn de courbe re´duite associe´e C.
On utilise les notations de 2.1.
4.1. Ge´ne´ralite´s sur la dualite´ des faisceaux cohe´rents sur Cn
Soient P ∈ C et M un On,P -module de type fini. On note M∨n le dual de M :
M∨n = Hom(M,On,P ) . Si aucune confusion n’est a` craindre on notera M∨ =M∨n . Si N est
un OC,P -module, on note N∗ le dual de N : N∗ = Hom(N,OC,P ).
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. On note E∨n le dual de E : E∨n = Hom(E ,On) . Si aucune
confusion n’est a` craindre on notera E∨ = E∨n . Si E est un faisceau cohe´rent sur C, on note
E∗ le dual de E : E∗ = Hom(E,OC). Ces notations sont justifie´es par le fait que E
∨ 6= E∗.
Plus ge´ne´ralement on a, si i un entier tel que 1 ≤ i ≤ n et E un faisceau cohe´rent sur Ci, un
isomorphisme canonique
E∨n ≃ E∨i ⊗ In−iC ,
(IC de´signant le faisceau d’ide´aux de C, qui est un fibre´ en droites sur Cn−1). En particulier,
pour tout faisceau cohe´rent E sur C, on a E∨n ≃ E∗ ⊗ Ln−1 (cf. [8], lemme 4.1.1) .
Pour tout entier i tel que 1 ≤ i < n, on a (E∨)(i) = (E|Ci)
∨ ([8], prop. 4.1.2).
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4.1.1. Sous-faisceau de torsion d’un faisceau cohe´rent sur Cn - Soient P un point ferme´ de
C et x ∈ OnP un e´le´ment au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal de OCP . Soit M un
OnP -module de type fini. Le sous-module de torsion T (M) de M est constitue´ des e´le´ments
annule´s par une puissance de x. On dit que M est sans torsion si ce sous-module est nul. C’est
donc le cas si et seulement si pour tout m ∈M non nul et tout entier p > 0 on a xpm 6= 0.
Soit E un faisceau cohe´rent sur Cn. Le sous-faisceau de torsion T (E) de E est le sous-faisceau
maximal de E dont le support est fini. Pour tout point ferme´ P de C on a T (E)P = T (EP ).
On a donc une suite exacte canonique
0 −→ T (E) −→ E −→ E∨∨ −→ 0.
4.1.2. Faisceaux re´flexifs - Un faisceau cohe´rent E sur Cn est re´flexif si et seulement si il est
sans torsion ([8], the´ore`me 4.2.2), si et seulement si E (1) est localement libre sur C ([8], prop.
3.3.1).
4.2. Dualite´ des faisceaux de torsion
Soit T un faisceau de torsion sur Cn. Alors on a e´videmment T
∨ = 0. On appelle dual de T le
faisceau
Dn(T) = Ext
1
On(T,On).
S’il n’y a pas d’ambigu¨ıte´ sur n, on notera plus simplement T˜ = Dn(T) . Rappelons que pour
tout i ≥ 2 on a ExtiOn(T,On) = 0 d’apre`s le corollaire 4.2.4 de [8].
4.2.1. Proposition : Soit T un faisceau de torsion sur Ci, 1 ≤ i < n. Alors on a un
isomorphisme canonique
Dn(T) ≃ Di(T)⊗ L
n−i.
Bien suˆr on a Di(T)⊗ Ln−i ≃ Di(T) .
De´monstration. D’apre`s la proposition 2.3.1 de [8] on a un isomorphisme
Di(T) ≃ Ext
1
On(T,Oi). On conside`re la suite exacte
0 // Oi ⊗ L
n−i // On
r
// On−i // 0.
Il suffit de montrer que le morphisme induit par r
Φ : Ext1On(T,On) −→ Ext
1
On(T,On−i)
est nul.
On conside`re une re´solution localement libre de T :
· · ·E2
f2
// E1
f1
// E0 // T // 0.
Soient P un point ferme´ de C et z ∈ OnP une e´quation de C. Alors Ext
1
On(T,On) est isomorphe
a` la cohomologie de degre´ 1 du complexe dual
E∨0
tf1
// E∨1
tf2
// E∨2 · · ·
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et Ext1On(T,On−i) est isomorphe a` la cohomologie de degre´ 1 du complexe obtenu en restreignant
le pre´ce´dent a` Cn−i. Le morphisme Φ provient du morphisme de complexes
E∨0
tf1
//
pi0


E∨1
tf2
//
pi1


E∨2 · · ·
pi2


(E∨0 )|Cn−i
tf1
// (E∨1 )|Cn−i
tf2
// (E∨2 )|Cn−i · · ·
(les fle`ches verticales e´tant les restrictions).
Soient P un point du support de T et z ∈ OnP une e´quation de C. Soient α ∈ Ext
1
On(T,On)P
et u ∈ ker(tf2) au dessus de α. Puisque T est concentre´ sur Ci, la multiplication par zi :
Ext1On(T,On)P → Ext
1
On(T,On)P est nulle. Donc z
iu ∈ im(tf1), et on peut e´crire ziu = tf1(θ),
avec θ ∈ (E∨0 )P . On va montrer que θ est multiple de z
i. Pour cela on suppose que ce n’est pas le
cas, et on va aboutir a` une contradiction. On a donc θ = zkθ′, avec 0 ≤ k < i et θ′ non multiple
de z. On a tf1(z
n−i+kθ′) = znu = 0 , et puisque tf1 est injectif, on a z
n−i+kθ′ = 0. Puisque
n− i+ k < n, il en de´coule que θ′ est multiple de z, ce qui est la contradiction recherche´e. On
peut donc e´crire θ = ziθ′ , d’ou` zi(u− tf1(θ′)) = 0, et il en de´coule qu’on peut e´crire u sous la
forme : u = tf1(θ
′) + zn−iρ . Il en de´coule que π1(u) =
tf1(π0(θ
′)) . On a donc ΦP (α) = 0. 
4.2.2. Corollaire : Soit T un faisceau de torsion sur Cn. Alors on a h
0(T) = h0(T˜) .
De´monstration. D’apre`s la proposition 4.2.1, on a, pour tout faisceau de torsion T sur C,
Dn(T ) ≃ T . Le corollaire en de´coule, en utilisant par exemple la premie`re filtration canonique
de T. 
Les faisceaux de torsion sur Cn et les morphismes entre eux constituent une cate´gorie abe´lienne
et noe´the´rienne Tn(Cn), qui est e´videmment une sous-cate´gorie pleine de celle des faisceaux
cohe´rents sur Cn. La dualite´ de´finit un foncteur contravariant exact
Dn : Tn(Cn) −→ Tn(Cn).
4.2.3. Proposition : Le foncteur Dn est une involution. Donc si T est un faisceau de torsion
sur Cn, il existe un isomorphisme canonique
˜˜
T ≃ T .
De´monstration. Il existe un fibre´ vectoriel E et un morphisme surjectif f : E→ T . Alors
E = ker(f) est un faisceau sans torsion, donc re´flexif. On obtient donc en dualisant la suite
exacte 0→ E → E→ T→ 0 les suivantes
0 −→ E∨ −→ E∨ −→ T˜ −→ 0, 0 −→ E −→ E −→
˜˜
T→ 0
d’ou` on de´duit aise´ment le re´sultat. 
Si T est un faisceau de torsion sur Cn, l’entier h
0(T) s’appelle la longueur de T . On a
h0(T) =
∑
P∈C
dimC(TP ).
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4.2.4. Lemme : Soit T un faisceau de torsion sur Cn. Alors on a h
0(Gi(T)) = h
0(G(i+1)(T))
pour 0 ≤ i < n.
De´monstration. De´coule aise´ment du corollaire 3.1.8 de [8]. 
4.2.5. Corollaire : Soit T un faisceau de torsion sur Cn. Alors on a, pour 1 ≤ i ≤ n des
isomorphismes canoniques
[T˜]i ≃ [˜Ti]⊗ L
i , (T˜)(i) ≃ T˜/Ti, G
(i+1)(T˜) ≃ G˜i(T).
De´monstration. De la suite exacte 0→ Ti → T→ T/Ti → 0 on de´duit la suivante :
0 −→ T˜/Ti −→ T˜ −→ [˜Ti] −→ 0.
D’apre`s la proposition 4.2.1, T˜/Ti est concentre´ sur Ci. On a donc T˜/Ti ⊂ (T˜)(i). Mais le
lemme 4.2.4 entraine que h0(T˜/Ti) = h
0((T˜)(i)), donc on a en fait l’e´galite´. Il en de´coule que
[˜Ti] ≃ [T˜]i ⊗ L−i .
Le dernier isomorphisme de´coule de la suite exacte
0 −→ G(i+1)(T˜) −→ [T˜]i ⊗ L −→ [T˜]i+1 −→ 0
(cf. lemme 3.1.6 de [8]), du fait que par de´finition on a Gi(T) = Ti/Ti+1, et du premier isomor-
phisme. 
4.3. Dualite´ des faisceaux sans torsion
Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn. Il est donc re´flexif (cf. 4.1.2). Les faisceaux
Ei, E (i) le sont donc aussi, e´tant des sous-faisceaux de E . Mais les faisceaux E/Ei ne le sont pas
en ge´ne´ral. On note Σi(E) le sous-faisceau de torsion de E/Ei, et Ti(E) celui de Gi(E).
Pour 1 ≤ i < n, on note E [i] le noyau du morphisme canonique surjectif
E // // E|Ci // // (E|Ci)
∨∨.
4.3.1. Proposition : Soit E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn. Alors, pour 1 ≤ i < n,
1 - On a un isomorphisme Σi(E
∨) ≃ Σ˜i(E)⊗ L
i , et une suite exacte
0 −→ (E∨)i −→ (Ei)
∨ ⊗ Li −→ Σi(E
∨) −→ 0
canoniques.
2 - On a un isomorphisme canonique E [i]∨ ≃ (E∨)i ⊗ L−i.
3 - Il existe un morphisme canonique φi(E) : Σi+1(E)→ Σi(E) tel que ker(φi(E)) ≃ Ti(E) , et
que coker(φi(E)) = Ri(E) soit concentre´ sur C.
4 - Il existe une inclusion canonique
G(i+1)(E∨) 

// Gi(E)∗ ⊗ Ln−1
telle que le quotient soit isomorphe a` Ri(E).
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De´monstration. En dualisant la suite exacte 0→ Ei → E → E/Ei → 0 , on obtient la suite
exacte
0 −→ (E/Ei)
∨ −→ E∨ −→ (Ei)
∨ −→ Ext1On(E/Ei,On) = Σ˜i(E) −→ 0.
D’apre`s la proposition 4.1.2 de [8] on a (E/Ei)∨ = (E∨)(i). On en de´duit la suite exacte
(6) 0 −→ (E∨)i ⊗ L
−i −→ (Ei)
∨ −→ Σ˜i(E) −→ 0.
En la dualisant et tensorisant par L−i, et en utilisant la proposition 4.2.3 on obtient la suite
exacte suivante :
(7) 0 −→ Ei ⊗ L
−i −→ ((E∨)i)
∨ −→ Σi(E)⊗ L
−i −→ 0,
qui est (6) avec E∨ a` la place de E . On obtient donc l’isomorphisme canonique de 1-. On en
de´duit 2- en dualisant la suite exacte 0→ Ei → E [i]→ Σi(E)→ 0 .
On a un diagramme commutatif avec lignes et colonnes exactes
0

0

0 // Ei+1 //

((E∨)i+1)∨ ⊗ Li+1 //

Σi+1(E) // 0
0 // Ei //

((E∨)i)∨ ⊗ Li //

Σi(E) // 0
Gi(E)

G(i+1)(E∨)∨

0 0
ou` les suites horizontales proviennent de (7) et la suite verticale du milieu du lemme 3.1.6 de
[8]. On en de´duit aise´ment 3- et 4-. 
4.4. Invariants du dual d’un faisceau cohe´rent
4.4.1. Proposition : Soit E un faisceau cohe´rent. Alors on a
R(E∨) = R(E), Deg(E∨) = −Deg(E) +R(E)(n− 1) deg(L) + h0(T (E)).
De´monstration. La premie`re assertion concernant les rangs est imme´diate, par exemple en se
plac¸ant sur l’ouvert ou` E est quasi localement libre. De´montrons la seconde. Soit F = E/T (E),
qui est un faisceau sans torsion. On a Deg(E) = Deg(F) + h0(T (E)), R(E) = R(F) et E∨ = F∨,
donc la seconde assertion e´quivaut a`
Deg(F∨) = −Deg(F) +R(F)(n− 1) deg(L).
On peut donc supposer que E est sans torsion. On va montrer que
(8) Deg(E∨) = −Deg(E) +R(E)(n− 1) deg(L)
20 JEAN–MARC DRE´ZET
par re´currence sur n. Si n = 1 c’est e´vident. Supposons que n > 1 et que (8) soit vraie pour
n− 1. On a donc
Deg((E1)
∨n−1) = −Deg(E1) +R(E1)(n− 2) deg(L).
Mais d’apre`s 4.1 on a (E1)∨ = (E1)∨n−1 ⊗ IC , donc
Deg((E1)
∨) = Deg((E1)
∨n−1) +R(E1) deg(L),
d’ou`
(9) Deg((E1)
∨) = −Deg(E1) +R(E1)(n− 1) deg(L)
(c’est-a`-dire que (8) est vraie pour E1). D’apre`s la suite exacte
0 −→ E1 −→ E −→ E|C −→ 0
on a Deg(E) = Deg(E1) + Deg(E|C). Soit T = T (E|C). On a une suite exacte
0 −→ (E|C)
∨ −→ E∨ −→ (E1)
∨ −→ T˜ −→ 0,
donc
Deg(E∨) = Deg((E|C)
∨) + Deg((E1)
∨)− h0(T ).
Mais
Deg((E|C)
∨)− h0(T ) = −Deg(E|C) + (n− 1)R(E|C) deg(L)
(car (E|C)∨ = (E|C)∗ ⊗ Ln−1). Donc
deg(E∨) = Deg((E1)
∨)− Deg(E|C) + (n− 1)R(E|C) deg(L)
= −Deg(E) +R(E)(n− 1) deg(L)
d’apre`s (9). 
4.4.2. Corollaire : Soit E un faisceau cohe´rent re´flexif sur Cn. Alors, pour 1 ≤ i < n, on a
R
(
(E∨)i
)
= R(Ei), R
(
(E∨)(i)
)
= R(E (i)), R
(
(E∨)|Ci
)
= R(E|Ci),
Deg
(
(E∨)i
)
= −Deg(Ei) + (n+ i− 1)R(Ei) deg(L)− h
0(Σi(E)),
Deg
(
(E∨)|Ci
)
= Deg((E|Ci)
∨)− iR(Ei) deg(L).
De´monstration. De´coule aise´ment des propositions 4.3.1 et 4.4.1. 
4.4.3. Corollaire : Soient E un faisceau cohe´rent re´flexif sur Cn et i un entier tel que
1 ≤ i < n et R(Ei) > 0. Alors on a
µ
(
(E∨)|Ci
)
− µ
(
(E∨)i
)
= µ(Ei ⊗ L
−i)− µ(E (i)) + h0(Σi(E))
( 1
R(E (i))
+
1
R(Ei)
)
.
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5. Conditions d’existence des faisceaux (semi-)stables
Dans toute la suite de ce chapitre on conside`re une courbe multiple primitive Cn de courbe
re´duite associe´e C. On utilise les notations de 2.1, et on suppose que deg(L) < 0.
5.1. Crite`res de (semi-)stabilite´
5.1.1. Lemme : Soient A, A′′, B, B′′, E, E ′′ des faisceaux cohe´rents de rang positif sur Cn,
tels que
R(E) = R(A) +R(B), R(E ′′) = R(A′′) +R(B′′),
Deg(E) = Deg(A) + Deg(B), Deg(E ′′) = Deg(A′′) + Deg(B′′).
On suppose qu’on a µ(B) ≥ µ(A), µ(A′′) ≥ µ(A), µ(B′′) ≥ µ(B), et que
R(E ′′)
R(E)
≥
R(A′′)
R(A)
.
Alors on a µ(E ′′) ≥ µ(E) . Si de plus µ(A′′) > µ(A) ou µ(B′′) > µ(B), alors on a
µ(E ′′) > µ(E) .
De´monstration. D’apre´s les hypothe´ses
R(E ′′)
R(E)
≥
R(A′′)
R(A)
e´quivaut a`
R(B′′)
R(B)
≥
R(A′′)
R(A)
,
et
µ(E ′′)− µ(E) =
∆
R(E)R(E ′′)
,
avec
∆ =
(
Deg(A′′) + Deg(B′′)
)(
R(A) +R(B)
)
−
(
Deg(A) + Deg(B)
)(
R(A′′) +R(B′′)
)
.
On a
Deg(A′′) ≥ Deg(A)
R(A′′)
R(A)
, Deg(B′′) ≥ Deg(B)
R(B′′)
R(B)
,
Donc ∆ ≥ ∆′, avec
∆′ =
(
Deg(A)
R(A′′)
R(A)
+ Deg(B)
R(B′′)
R(B)
)(
R(A) +R(B)
)
−(
Deg(A) + Deg(B)
)(
R(A′′) +R(B′′)
)
=
(
µ(B)− µ(A)
)(
R(B′′)R(A)−R(A′′)R(B)
)
.
Le re´sultat en de´coule imme´diatement. 
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5.1.2. The´ore`me : Soient E un faisceau cohe´rent sans torsion sur Cn et k un entier tel que
1 ≤ k < n et que Ek 6= 0. On suppose que
(10) µ(E (k)) ≤ µ(E), µ((E∨)(k)) ≤ µ(E∨).
Alors, si E [k], (E|Ck)
∨∨, (E∨)[k] et ((E∨)|Ck)
∨∨ sont semi-stables il en est de meˆme de E .
Si de plus les ine´galite´s de (10) sont strictes, et si E [k] ou (E|Ck)
∨∨, ainsi que (E∨)[k] ou
((E∨)|Ck)
∨∨ sont stables, alors E est stable.
De´monstration. Supposons que les hypothe`ses du the´ore`me soient ve´rifie´es. Soit
E // // E ′′
un quotient de E . Il faut montrer que µ(E ′′) ≥ µ(E) . On peut supposer que E ′′ est sans torsion.
On a un diagramme commutatif avec lignes exactes et fle`ches verticales surjectives
0 // E [k] //


E //


(E|Ck)
∨∨ //


0
0 // E ′′[k] // E ′′ // (E
′′
|Ck
)∨∨ // 0
Le cas ou` E ′′[k] = 0 est e´vident. On supposera donc que E ′′[k] 6= 0 . Remarquons que les
ine´galite´s (10) e´quivalent a`
µ((E|Ck)
∨∨) ≥ µ(E [k]), µ(((E∨)|Ck)
∨∨) ≥ µ(E∨[k])
(car (E∨)(k) = (E|Ck)
∨). Le morphisme vertical de droite du diagramme pre´ce´dent est surjectif,
donc on a µ((E ′′|Ck)
∨∨) ≥ µ((E|Ck)
∨∨) d’apre`s la semi-stabilite´ de (E|Ck)
∨∨. Le conoyau du
morphisme vertical de gauche est de torsion, donc on a µ(E ′′[k]) ≥ µ(E [k]) d’apre`s la semi-
stabilite´ de E [k]. D’apre`s le lemme 5.1.1 on a µ(E ′′) ≥ µ(E) si
R(E ′′)
R(E)
≥
R(E ′′[k])
R(E [k])
.
On peut donc supposer que
(11)
R(E ′′)
R(E)
<
R(E ′′[k])
R(E [k])
.
On utilise maintenant la suite exacte
0 −→ E ′′∨ −→ E∨ −→ E ′∨ −→ 0
obtenue en utilisant le fait que E ′′ est re´flexif. D’apre`s le lemme 4.4.1, µ(E ′′) ≥ µ(E) e´quivaut
a` µ(E ′∨) ≥ µ(E∨), et d’apre`s le lemme 5.1.1, cette ine´galite´ est ve´rifie´e si
(12)
R(E ′)
R(E)
=
R(E ′∨)
R(E∨)
≥
R(E ′∨[k])
R(E∨[k])
.
D’apre`s 4.1.1, on a R(E ′∨[k]) = R(E ′[k]) et R(E∨[k]) = R(E [k]) . Donc (12) e´quivaut a`
(13)
R(E ′)
R(E)
≥
R(E ′[k])
R(E [k])
.
Puisque E ′k est contenu dans le noyau du morphisme canonique surjectif Ek → E
′′
k , on a
R(E ′[k]) = R(E ′k) ≤ R(Ek)− R(E
′′
k ) = R(E [k])− R(E
′′[k]),
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donc on peut e´crire
R(E ′[k]) = R(E [k])− R(E ′′[k])− η,
avec η ≥ 0. Donc (13) se´crit
R(E ′′)
R(E)
≤
R(E ′′[k]) + η
R(E [k])
.
L’ine´galite´ pre´ce´dente est vraie d’apre`s (11). On a donc bien µ(E ′′) ≥ µ(E) .
L’assertion concernant la stabilite´ se de´montre de manie`re analogue. 
5.2. Le cas des fibre´s vectoriels
5.2.1. The´ore`me : Soit E un fibre´ vectoriel sur Cn. Alors, si E|C est semi-stable (resp.
stable), il en est de meˆme de E.
De´monstration. Posons E = E|C . Alors les filtrations canoniques de E sont identiques, et leurs
gradue´s sont (
G0(E), G1(E), . . . , Gn−1(E)
)
= (E,E ⊗ L, . . . , E ⊗ Ln−1) .
Les ine´galite´s (10) sont trivialement ve´rifie´es (car deg(L) < 0) pour tout entier k tel que
1 ≤ k < n.
Le the´ore`me 5.2.1 se de´montre par re´currence sur n : pour n = 1 c’est e´vident. Supposons que
ce soit vrai pour n− 1 ≥ 1. Alors E1 est semi-stable (resp. stable). Le the´ore`me 5.1.2 permet
alors de conclure que E est semi-stable (resp. stable). 
5.2.2. Varie´te´s de modules - Soient r, δ des entiers tels que r ≥ 1. Posons
R = nr, d = nδ +
n(n− 1)
2
r deg(L).
Pour tout fibre´ vectoriel E sur Cn tel que E|C soit de rang r et de degre´ δ, on a R(E) = R et
Deg(E) = d . Il de´coule de 2.5.3 que la varie´te´ de modules M(R, d) des fibre´s vectoriels stables
de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´ ge´ne´ralise´ d sur Cn est non vide. C’est un ouvert irre´ductible
et lisse de la varie´te´ de modules M(R, d) des faisceaux stables de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´
ge´ne´ralise´ d.
5.3. Le cas des faisceaux quasi localement libres de type ge´ne´rique
5.3.1. The´ore`me : Soient a, k des entiers tels que a > 0 et 1 ≤ k < n. Soit E un faisceau
quasi localement libre de type rigide, localement isomorphe a` aOn ⊕Ok et tel que
(14) µ(VE) +
n
2
deg(L) ≤ µ(FE) ≤ µ(EE)−
n
2
deg(L).
Alors si EE , FE et VE sont semi-stables, il en est de meˆme de E .
Si les ine´galite´s pre´ce´dentes sont strictes, et si EE , FE et VE sont stables, il en est de me`me de
E .
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De´monstration. On ne de´montrera que la premie`re assertion, la seconde e´tant analogue. On
utilise les notations de 3.1. Supposons les ine´galite´s (14) ve´rifie´es et EE , FE et VE semi-stables.
Alors on a
E [k] = Ek = F , E|Ck = E, E
∨[k] = (E∨)k = F⊗ L
k , (E∨)|Ck = V
∨ .
Donc d’apre`s le the´ore`me 5.2.1, E [k], E|Ck , E
∨[k] et (E∨)|Ck sont semi-stables. Un calcul simple
montre que les ine´galite´s (14) e´quivalent aux ine´galite´s (10). La semi-stabilite´ de E de´coule
donc du the´ore`me 5.1.2. 
La semi-stabilite´ de EE , FE et VE entrainent d’autres ine´galite´s :
µ(EE) ≤ µ(FE), µ(FE) ≤ µ(VE)
(car il existe un morphisme surjectif EE → FE et un morphisme injectif FE → VE). Les ine´galite´s
pre´ce´dentes et (14) e´quivalent aux ine´galite´s
µ(EE) ≤ µ(FE) ≤ µ(EE)−
n− k
a + 1
deg(L).
5.3.2. Varie´te´s de modules de faisceaux stables - Soient a, k, ǫ, δ des entiers, avec a ≥ 1 et
1 ≤ k < n. Soient
R = an+ k, d = kǫ+ (n− k)δ + (n(n− 1)a+ k(k − 1))
deg(L)
2
.
On note M(R, d) la varie´te´ de modules des faisceaux stables de rang ge´ne´ralise´ R et de degre´
ge´ne´ralise´ d sur Cn. Les faisceaux quasi localement libres E de type ge´ne´rique stables localement
isomorphes a` aOn ⊕Ok et tels que EE (resp. FE) soit de rang a + 1 (resp. a) et de degre´ ǫ
(resp. δ) constituent un ouvert irre´ductible de M(R, d), dont la sous-varie´te´ re´duite associe´e
est note´e N (a, k, δ, ǫ).
5.3.3. The´ore`me : Si on a
ǫ
a + 1
<
δ
a
<
ǫ− (n− k) deg(L)
a + 1
N (a, k, δ, ǫ) est non vide.
De´monstration. Les hypothe`ses et [14] impliquent qu’il existe des fibre´s stables E, F , V sur C,
tels que
rg(E) = a + 1, deg(E) = ǫ, rg(F ) = a, deg(F ) = δ,
rg(V ) = a + 1, deg(V ) = ǫ− (n− k) deg(L)
tels qu’il existe une suite exacte
0 −→ F ⊗ Ln−k −→ V ⊗ Ln−k −→ E −→ F −→ 0.
D’apre`s la proposition 3.4.1 il existe un faisceau quasi localement libre de type rigide E ,
localement isomorphe a` aOn ⊕Ok et tel que (∗)E soit isomorphe a` la suite exacte pre´ce´dente.
D’apre`s le the´ore`me 5.3.1, E est stable, et de´finit donc un point de N (a, k, δ, ǫ). 
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5.4. Exemple d’application a` des faisceaux non quasi localement libres
Soient E un fibre´ vectoriel sur Cn, E = E|C et Z un ensemble fini de points de C. On pose
z = h0(OZ). Soient φ : E→ OZ un morphisme surjectif, et Eφ = ker(φ). On a deux suites
exactes
0 −→ Eφ −→ E −→ OZ −→ 0, 0 −→ E
∨ −→ E∨φ −→ OZ −→ 0.
Le morphisme φ se factorise par E. On note Eφ le noyau du morphisme induit E → OZ . On
note E ′φ le noyau du morphisme induit E|Cn−1 → OZ .
5.4.1. Lemme : On a Eφ[1] = E1 , (Eφ|C)
∨∨ = Eφ , E∨φ [1] = (E
′
φ)
∨ et(
(Eφ)∨)|C
)∨∨
= E∗.
De´monstration. Il suffit de le de´montrer en un point P de Z. Soit z ∈ On,P une e´quation de
C et x ∈ On,P au dessus d’un ge´ne´rateur de l’ide´al maximal de P dans OC . Si r = rg(E|C),
on a Eφ,P ≃ rOn,P ⊕ (x, z). On peut donc supposer que Eφ,P = (x, z). Il faut montrer que
Eφ[1]P = (z). On a (x, z)|C = (x)/(xz)⊕ (z)/(xz, z
2). Le premier facteur est isomorphe a`
OC,P et le second a` C. Donc Eφ[1]P est le noyau du morphisme
(x, z) // OC,P
ax+ bz
 // a
(a de´signant l’image de a dans OC,P ). On a donc Eφ[1]P = (z) = E1,P . On a Eφ|C = Eφ ⊕OZ ,
donc (Eφ|C)
∨∨ = Eφ.
On a E∨φ [1] = ((Eφ)1)
∨ ⊗ L d’apre`s la proposition 4.3.1, 2-. On a un diagramme commutatif
avec lignes exactes
0 // E ⊗ Ln−1 = (Eφ)(1) // Eφ // _

(Eφ)1 ⊗ L
−1 //
 _

0
0 // E ⊗ Ln−1 = E(1) // E // E|Cn−1 // 0
On en de´duit imme´diatement la troisie`me e´galite´. On a enfin
((E∨)|C)
∨∨ = (E (1))∨ = (E ⊗ Ln−1)∨ = E∗.

5.4.2. The´ore`me : Si on a z ≤ −rg(E) deg(L) (resp. <) et si E et Eφ sont semi-stables
(resp. stables), alors Eφ est semi-stable (resp. stable).
De´monstration. Cela se de´montre aise´ment par re´currence sur n, en utilisant le lemme 5.4.1 et
les the´ore`mes 5.1.2 et 5.2.1. 
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